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相 対 的 分 け 前,51emmas,6主 要 結 果,7結 語 。
1.30年 代 の 初 期 にHicks[2コ,Robinson[4]らに よ っ て,任 意 の 生 産
要 素 の 増 加 が,そ の 生 産 要 素 に 対 す る生 産 物 の 分 け 前 に ど ん な 影 響 を 与 え る
か と い う問 題 に 関 連 して,elasticityofsubstitutionとい う興 味 ぶ か い 概 念
が 導 入 せ られ た 。Hicksの与 え た 結 論 は,よ く知 られ て い る よ うに,次 の よ
うな も の で あ る。 も しelasticityofsubstitutionが1より大 な らば,任 意
の 要 素 の 増 加 は,そ の 相 対 的 分 け 前 を 増 加 させ,も しelasticityofsubsti-
tutionが1よ り 小 な らぽ,そ の 相 対 的 分 け 前 を 減 少 させ る。elasticityof
substitutionとい う概 念 と こ の 結 論 を め ぐ っ て 創 刊 され た ぼ か りのReview
ofEconomicStudies誌上 で い くつ か の議 論 が 行 な わ れ て,結 局,elasticity
ofsubstitutionとい う概 念 は 経 済 分 析 の 武 器 の ひ とつ と して 広 く承 認 を う
け る よ うに な っ た 。
と ころ で,最 近 に な っ て,CES生 産 関 数 の 開 発 とか,neoclassicalschool
の 成 長 理 論 な どに 関 連 して,ふ た た び,こ のelasticityofsubstitutionと
い う概 念 が 脚 光 を あ び る に い た っ た 。
AckerlofandNordhaus[1],Nordhaus[3]はうえ のHicksの 命 題 を1歩
す す め た 次 の よ うな 命 題 を提 出 して い る。 も し生 産 がsubstitution-inelastic
・ 本稿 は,本 誌前 号に 掲載 され た 拙稿 「Non-Ma】leableVintageModelにっい
て」のappendixとしてかかれ た。す なわち,前 稿 の脚註(7),(12)で簡 単にふれ た
事 柄を,こ こでは 一層敷延 してのべた。 しか し,七〇picsとしては前稿 とは独立で
あ る。なお,本 稿 の1,2の 点 につい ては,北 大 大学院 の若林 信夫氏 に負 ってい
る。
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な らば,資 本 の 相 対 的 分 け 前 は,capital/laborratioが限 りな く増 大 して
行 くに つ れ て,次 第 に0に 近 づ く。 も し生 産 がsubstitution-elasticならば,
資 本 の 相 対 的 分 け 前 は,caPita1/1aborratioが限 りな く増 大 して 行 くに つ
れ て,次 第 に1に 近 づ く。AckerlofandNordhausは,この 命 題 はelasticity
ofsubstitutionと相 対 的 分 け 前 の 間 の よ く知 られ た 関 係 にdePendし て い
る,と の べ て い るの み で,証 明 は あ た え て い な い 。 こ こで は,Hicksの 命 題
もAckerlofandNordhausの命 題 も用 語 を 厳 密 に 定 義 しな い で,い わ ば,
heuristicにの べ た が,こ れ らは 元 来 も っ と 厳 密 に の べ られ るべ き 命 題 で あ
る。 こ とにneoclassicalschoolにお け るelasticityofsubslitutionとい う
概 念 の 重 要 性 を 考 え れ ば こ の こ とは 当 然 で あ ろ う。
こ の 小 論 で はAckerlofandNordhausの命 題 を 証 明 して,併 せ てHicks
の 命 題 と の 関 係 を 考 え る。 以 下 で は,行 論 の 必 要 上elementalな点 に も ふ れ
た が,self-containednessのた め に,繁 を い とわ ず 証 明 を あ た え るべ き所 は
証 明 を あ た え,注 意 す べ き点 に つ い て は 注 意 を よ び お こ して お い た 。
2.生 産 は ふ た つ の 生 産 要 素 一 労 働Lと 資 本K-一一に よ っ てhomogeneous
な 生 産 物Yが つ く られ る も の と し,そ の 関 係 を
(1)Y=・F(K・L)
くり
で あ らわ す 。 関 数FはR.2で 定 義 さ れ,連 続2回 微 分 可 能 で か つ 正 値1次
同 次 で あ る とす る。 さ らに,Fは 次 の よ うなneoclassicalな性 質 を もつ も の
とす る。
F(K,L)>O,
(2)FK>O,forallK・L>O.
Fκκ<0,
以 下 で はL>0と 仮 定 す る。 い ま
(1)2次 元 のEuclideanspaceの非 負 象 限 を示 す 。
資本の相対的分け前について(戸島)
yi≡Y/L,
h≡K/L,
ノ(k)≡F(k,1)
と お け ぽ,(1)は
(3)ニソ"-f(h)
と か く こ と が で き る 。 こ の と き(2)は
ノ(h)>o,
(4)fノ(k)>0,forallh>0,
f"(h)>O,
`2)
一3一
とか きか え られ る。 さて,(1)でYを 適 当 に(例 えば,1に)固 定 した 時
(3)
の1soquantを考 え よ う。 このisoquantに対 す る接 線 の 勾 配 の 絶 対 値 は
imPutedwage/rentalratioであ るが ,こ のratioの 変 化 がhに ど の よ う
な 変 化 を よ び お こす か のmeasureと し て,次 の よ うな 関 数 σ(h)を定 義 す
る こ と が で き る。
群蕃 菱礁 撫 魂
いま
4膿rう 一一(ノ(ん)ノ"(ゐ)
げ!(ん)]2)ah
であ る ことに注意 して,σ(の をか きかえれば
》(ん)ノ"(ん)
と な る。(4)によ り
σ㈹>Oforallh>0
。㈹__愁 ④ 〔獲)=娩 ④ ユ
(・)F・・一÷ ∫"㈹ ん・で あ るカ・ら,f・(h)〈・ で あ れ ば,F・ ・<・ で あ る.
(・)匿瞬 .
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で あ る 。 σ(h)をelasticityofsubstitutionとよ ぶ 。
3.こ こ で,次 の よ うな 定 義 を お く。
定 義:ノ(k)がsubstitution-inelasticな生 産 関 数 で あ る と は,あ るk≧0
と あ る ε>0が 存 在 し て
σ(k)<1一εforallh>h
が な り 立 つ こ と で あ る 。
∫(h)がsubstitution-elasticな生 産 関 数 で あ る と は,あ るh≧0と あ る
ε>oが 存 在 し て
σ(h)>1+εf・rallh>h
が な り立 つ こ と で あ る 。
substitution-inelasticであ れ ぽ,elasticityofsubstitutionは1より小 で
あ り ・substitution-elasticであ れ ぽ ・elasticityofsupstitutionは1より大
で あ る。 しか し,逆 は必ず しもな り立たない。 なぜ な らば,こ の定義では,
例 えば,次 の よ うな生産関数は考慮外におかれ てい るか らであ る。
Y・=L1・9(五圭K)
.
これ をpercapitaの表 現 に 直 す と
夕=lo9(1十h)
と な る 。 ま た
11
y'「 肩 万 ・ダノ==一(1+研
で あ るか ら
・(た)一」 綜 ヅ)」雅諜 テ'+÷
が え られ る。従 って
o資本 の相対 的分け前 につい て(戸 島)-5-
hmσ(h)-1
冶→OQ
と な るか ら,定 義 に あ る よ うな εを え らぶ こ とは で き な い 。 そ こで,自 明 の
こ とで は あ る が,elasticityofsubstitutionが1より も小 また は 大 で あ る と
い う性 質 か ら 導 か れ る結 論 は,substitu七ion-inelasticまた はsubstitution-
elasticとい う性 質 か ら も導 く こ とが で き るが,後 者 の 性 質 か ら導 け る命 題 は
必 ず し も前 者 の 性 質 か らは 導 け な い とい う こ とに な る。
4.さ て,次 のlemma・を 証 明 し よ う。
Lemm。1・(4)の も と で,f(k)一 一kfノ(h)>Oforallk>0.
証 明:fの 連続性 と(4)によって
f(o)≧o
でなければ な らない。 い ま,f(0)=0と仮定すれば,中 間値 の定理 に よ り,
任意のh>0に 対 して
樂L丞 ん1≡吾(o)・・fi(あ
あ
とな るhE(O,h)が 存 在 す る。(4)によ り
∫ノ(為)〉∫ノ(の
で あ るか ら,結 局
孕>fi(k)f・ ・all為〉・
が な り立 つ 。 また,f(0)>0の と き は
9(h)≡f(k)-f(0)
とお け ば
9(o)-o
か つ
9(h)>o,
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9ノ㈹5∫'(の>0,forallk>0,
9"(k)==f"(k)〈0,
で あ る か ら,任 意 のh>0に 対 し て
f(h)・-hf,(ile)=:[9(k)一一kgノ(h)]+f(O)>0
と な る 。(証 明 終)
い ま
η(た)一笑 辮
とお く。lemmalと(4)によって
(5)0〈η(k)<lforallh>0
であ る。7i(h)は経 済的には2つ の解釈 を もつ。 まず,競 争経済では,),(h)
は資本 の相対 的分け前 をあ らわす。 実際,い ま,γ を資本 へのreturn・Pを
生産物価格 とすれぽ,競 争経済では
γ5メゾノ(め
がな り立 たなけれぽな らない。 よって,資 本 の相対的分け前 は
撚 ザ 灘 斜 乃(ん)
とな る。 一 方,(percapitaの)生産の(kに 関す る)弾 力性 ξ(k)を考 え
てみれば
ξ(k)一讐 ≧・為 一 鷺Lη(k)
とな って,η(ゐ)は ξ(ん)にひ とし くな る。 従 って,以 下の議 論はふたつの
弾 力性 σ(の と ξ(のの関係に関す るもので あ るとみなす こともで き る。
5.さ て
ρ(た)一≒{撃
とおいて,ρ(k)の簡単 な性質をの ちの言及 のた めにlemmaと してのべてお
資 本の相対 的分け前 につい て(戸 島)-7一
こ う。 以 下 で は,々-0と す る 。
Lemm。2・substitution-inelasticであ れ ば ,0<ε<1と な る あ る ε が 存
在 して
ε
<ρ(h)<。 。forallk>00<1 一 ε
が な り立 つ 。
Lemm。3・substitution-elasticであ れ ぽ,あ る ε>0が 存 在 し て
ど一1<ρ(k)<一 耳 ど<Ofo「allh>0
が な り立 つ 。
こ れ ら の1emmaは ρ(k)とsubstitution-inelasticまた はsubstitution-
elasticの定 義 か ら 容 易 に 導 か れ る も の な の で 証 明 は 省 略 す る 。
Lemma4・ も し
1imlゴ ④_。 。
北→。。 η(ん)
な らば
limη(k)-0
弗→oo
とな る。
証 明:(5)に よ り
0<η(ゐ)〈1
で あ るか ら,も し,0<η*≦1と な る η*が 存 在 して
limη(h)=η*
k→ ◎o
となったとすれぽ
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鴻1需)-i}一:.「p*<÷<・・
と な り矛 盾 で あ る。(証 明 終)
Lemma5・ も し
lim上 丞 璽_0
ル→。.η(ん)
な ら ぽ
limη(h)=・1
㌃→ ◎◎
とな る。
このlemmaの 証 明はlimma4の 証 明 とまった く同 じであ るか ら省略す
る。
さて,こ こで重要な式 を導 いてお くことに しよ う。
(6)響)一 翌'(k)-1-一(h)+縮揮 望 く為)コ
f,,(h)η(k)[σ(k)-1]
∫ノ㈹
一 ρ(ん)η(ん)[レη(ゐ)コ÷
,
6.⑥ の最初の式 と第3の式をぬき出せぽ
⑦ 撃 一一f"(k)η1鶏(h)-1]
(4)
とな る。(4),(5)によ り(7)の右 辺 が 正(負)で あ る必 要 か つ 十 分 条 件 は
σ(ゐ)〉(<)1
が な り立 つ こ とで あ る。 よ っ て,次 のtheoremを う る。
(4)notationの違 い を 別 に す れ ば,こ れ はHicks[2]が す で に導 い てい る式 で あ
っ て,Hicksの 結 論 は ま さに この(7)を根 拠 と して な り立 っ てい る。
資 本の相対的 分け 前につ いて(戸 島)-9-
The。rem1(Hicksの命 題),も しelasticityofsubstitution・(h)がす べ
て のh>0に 対 して1よ り も大 な らぽ,kが 増 加 す る と き,資 本 の 相 対 的 分 け
前 は 増 加 す る。 も しelasticityofsubstitutionσ(h)がす べ て のh>0に 対 し
て1よ り も小 な らば,hが 増 加 す る と き,資 本 の 相 対 的 分 け 前 は 減 少 す る。
このtheoremはh→Q。の ときの7,(h)の値 につい七何 も言 っていない こ
とに注意 しなけれぽな らない。す なわち,こ のtheoremによって,σ(h)が
1よ り大 であ るか または小であ るか に よって,η(k)はkの 有界単調増 加関
数か または有界単調減少関数 とな るか ら,ん→。。 の ときの η(ん)の極 限値 は
た しかに存在す る。 しか し,そ の極 限値が どんな値 にな るかは これだけでは
不 明であ る。 それ をあき らかにす るのが次 の 七heoremであ る。
Theorem2(AckerlofandNordhau5の 命 題).も し 生 産 関 数 がsubs七itu-
tiOn-inelaSticなら ば
limろ(為)=・=O
滝,◎ ◎
が な り 立 つ 。 も し生 産 関 数 がsubstitution-elasticならば
limri(h)=・1
k・一・)oo
がな り立つ。
証明:(6)の最初の式 と最後の式をぬき出せば
弩 評 一一ρ(k)η(h)[1一η(h)]÷
とな り,こ れは都合 よ く変数 分離形 の微分方程式 とな ってい る。そ こで,こ
れをか きかえ ると
ηδ弩)一ρ(の雫
とな るか ら
一10一 商 学 討 究 第19巻 第1号
(8)∫
ηδ弩)一 ∫塑 一4ん+c
を うる。 ここでCは 任意定数であ る。(8)の左辺は次の よ うに計算 され る。
(9)∫η轟 一∫一臣 了詠 η
=log(1一 η)-lo9η
1一 η
=lo9
η ・
一 方 ,(8)の右 辺 は 次 の よ うに な る。 まず,substitution-inelasticな場 合 を
考 え る と,lemma2に よ り
⑩ ∫聖4々 〉∫了≒tah'
-
1三,∫-iah
ど
==logん百
とな る。(8),(9)と⑩ を あ わ せ る と
⑪1一 η>A、h一台
η
が な り立 つ 。 こ こ で,A、=eCで あ る。0〈 ε〈1セと注 意 す れ ば,⑪ か ら,hが
限 りな く増 加 す る と き は,!11義々 一,従 っ て,1ゴ は 限 りな く増 加 す る。
考
lemma4に よ り,こ の こ と は
limrp==O
産→ ◎o
を い み す る 。 次 に,substitution-elasticであ れ ば,1emma3に よ り
⑫ 、∫ ρ讐)dh<∫1穀 識
一・-iiSidk
　 じ
=logk了冨
資本の相対的分け前について(戸島)-11一
とな る。(8),(9)と⑫ をあわせ ると
⑬ と ユ〈」,孟
η
が な り立 つ 。 こ こで,A2=・eaであ る 。 ε>0と1一 η>0に 注 意 す れ ば,⑬ か
η
ら,kが 限 りな く増加す るときは,為 ん舌,従 って,旦 は 次第に0に 近
η
つ く。lemma5に よ り,こ の こ と は
limη=1
酌→oo
をいみす る。(証 明終)
7.substitution-inelasticまた はsubstitution-elasticとい う条 件 は η(k)
のk→ つ。の と き の 極 限 値 が0ま た は1で あ る こ との 十 分 条 件 で は あ る が 必 要
条 件 で は な い 。 こ の こ とは 前 に あ げ た 生 産 関 数
ツ=:log(1十k)
に よ っ て 例 示 す る こ とが で き る。 この 生 産 関 数 に つ い て,資 本 の 相 対 的 分 け
前 を 求 め れ ぽ
ん'
η㈹=一 恥/lo9(1+h)
と な る。
ん
漉1+万=1・
limlO9(1十h)=Oo
髭→oo
で あ る か ら,
limr7(ん)==O
滝→ ◎◎
と な る。 一 方,こ の 生 産 関 数 に つ い て
limσ(ん)-1
滝→つ○
と な る こ とは,す で に 示 した 通 りで あ る。 この こ とは,η(h)のasymptotic
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bebaviorに関 して,さ らに,一 般 的 なtheoremが 成 立す る こ とを 予 想 させ
る 。
引 用 文 献
[1]Ackerlof,G.andW.Nordhaus,"BalancedGrowth:ARazorEdgeP,"
IntemationalEconomicRevieω,Vol.8,No.3(October,1967),pp.343-348.
[2コHicks,J・R・,Theoryo∫Wages,MacMillanandco・,Ltd・,London,1932・
[3]Nordhaus,W.,"TheOptimalRateqndDirectionofTechnicalChange,"
in]K.Shell(ed.by),E∬aysontheTheorッo/OptimalEconomic(]roωth,The
M.1.T.Press,Cambridge,Massachusetts(1967),pp.53-65.
[4]Robinson,J.,TheEeonomicsoプIm5erfectcompetition,MacMillanandco.,
Ltd.,1933.
